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Факторизации конечных групп -субнормальными подгруппами  
с заданными вложениями 
 
В.Н. ТЮТЯНОВ1, Т.В. ТИХОНЕНКО1, П.В. БЫЧКОВ3 
 
Исследованы некоторые произведения -субнормальных подгрупп с ограничениями на подгруппы. 
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Some products of  -subnormal subgroup with restrictions imposed on subgroups are investigated in the paper. 
Keywords: finite group, simple non-abelian group, factorized group, -subnormal subgroup. 
 
Введение. Будем рассматривать только конечные группы. В работе [1] было введено  
Определение. Подгруппа H группы G называется -субнормальной в G (обозначается 
через H -sn G), если либо H = G, либо существует цепь подгрупп 
 такая, что |H


0 1H 1n nH H H H G      i :Hi-1| – простое число для любого i = 
1,…,n
2]
н
  ра и
-, 
. 
Данное определение послужило источником многих работ. В [  была установлена раз-
решимость конечной группы, факторизуемой двумя разрешимыми  -суб ормальными под-
группами. В [3] рассматривались группы G = AB при условии, что A и B 2 -субнормальны в 
G. В частности, была установлена разрешимость группы G при условии, что A и B зреш -
мы. В [4] установлена разрешимость и r-разрешимость группы G = AB с tr  - и 
субно
емы о классификации простых неабелевых 
групп
орема. П
 фак жат 
списк
 -
рмальными разрешимыми или r-разрешимыми подгруппами A и B. 
В данной работе с использованием теор
 доказан следующий основной результат. 
Те усть G = AB, (|A|, |B|) = 1 и |A| – нечетное число. Если A  -sn G и B  -sn G, 
тогда ( )A S G  и простые неабелевы композиционные торы группы G принадле
у: PSL2(7); PSL2(11); SL3(3), SL3(5), 2 (2 )nSL , где2n 1 p   – простое число Ферма
 
групп  A. 
 тогда
 . 
1. Обозначения и предварительные результаты. 
Принятые обозначения стандартны, их можно найти в [5]. Через S(G) обозначается 
наибольшая нормальная разрешимая подгруппа группы G. Запись G = [A]B означает, что
а G является полупрямым произведением подгрупп A и B с нормальной подгруппой
Лемма 1.1 [6, лемма 1.2]. Пусть G – простая неабелева группа и 1  -sn G,  G 
{SL3(
а ь H – п д  G мальная подгруппа в 
групп
3); SL3(5); PSL2(7); PSL2(11); SL2(2n), где 2n + 1 = p – простое число Ферма}. 
Лемма 1.2 [2, лемм  3.1]. Пуст о группа группы , N – нор
е G. Тогда, если H  -sn G, то ( )H N   -sn G и HN/N -sn G/N. 
ема 2.1. 
 композиционные фак  
списк

2. Доказательство основного результата. 
Теор Пусть G=AB, (|A|, |B|) = 1 и |A| – нечетное число. Если A  -sn G и B  -sn 
G, тогда ( )A S G  и простые неабелевы торы группы G принадлежат
у: PSL2(7); PSL2(11); SL3(3), SL3(5), 2 (2 )nSL , где 2 1n p   – простое число Ферма. 
Доказательство. Если G является разрешимой группой, то теорема верна. Поэтому бу-
дем считать, что группа G неразрешима. По теореме Томпсона-Фейта A – разрешимая под-
групп  группы G. Так как A является разрешимой группой, то 1  -sn A. Поскольку A -sn G, а
В.Н. Тютянов, Т.В. Тихоненко, П.В. Бычков 132 
то 1 и
к A -sn G, B -sn G и 
(|A|,  двумя стых индексов. По 
лемме 2.1 [1] группа G не является простой неабелевой группой. 
S(G
 -sn G. Из леммы 1.1 и леммы 1.2 следует, что простые неабелевы композ ционные 
факторы группы G принадлежат списку из заключения теоремы. 
Пусть G – минимальный контрпример к теореме. Так ка  
|) = 1, то группа G обладает подгруппами различных про|B
( ) 1S G Покажем, что ) = 1. Пусть . Рассмотрим фактор-группу 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )G G S G AS G S G S G S G AB    
Если 
B
1A  , 1B  , тогда по лемме 1.2 группа G  удов ак летворяет условиям теоремы. Т как 
G – минимальный контрпример к теореме, то ( )A S G . Отсюда следует, что ( )A S G -. По
след 1B  , тогда ( )A S G , что невозможно. Если 1A   и 1A  , нее невозможно. Если 1B  , 
( )S G . Противоречие с тем имая гр
Пусть T – произвольная со ая норм подгруп  G ажем, что 
ак как |B|) = 1, то ( )( )T B  . Е ) 1T B
то , что G – нераз уппа. Таким образом, S
бственн альная па группы . Пок
Т (|A|, сли
B 
T B . 
реш (G) = 1. 
 T A T  (   , то ( ) 1T T A S G    . 
Последнее невозможно. Значит 1T B  . Если 1T A  , тогда T T B   и T  
и T . По лемме 1.2 T B
B . Поэтому
1 T B  1A     -sn T и T A  
й контрпример, 
-sn T. Следовательно, T удовле-
то 
ппы T G . 
творяет условиям мы. Так G минимальны ( )T A S T   
charT G  и ( ) T B  для всякой подгру
Покажем
т
S G 
еоре
, что
 как 
. Последнее невозможно. Значит, 1
 B G . П сли усть 1T G . Е T 1 = B, то B G . Поэтому 1T B Рассм трим 
фактор-групп 
 . о
1G G T AB  , где 1A   и 1B  . По лемме 1.2. A   -sn G  и B   -sn G  Сле-
довательно, G  имеет дв подгруппы различных простых индексов. По л мме 2.1 [1] е е G  не 
простая. Так как всякая нормальная в G подгруппа содержится в B, то но альная в рм G  под-
группа 2T  содержится в B . Обозначим T  полный прообраз в G группы 2 2T . Продолжая 
ный процесс, получим воз
дан-
растающую цепь нормальных в G подгрупп 1 2T T , содержа-
щихся в B. Отсюда следует, что B G . 
Если в G G B A   имеется собственная нормальная подгруппа, то в G существует 
норм одгруппа, не с
 и
м группу N<a>. Пусть N<a> Покажем
 -sn 
Так G
альная п одержащаяся в B. Последнее невозможно. Следовательно, |A| = r – 
простое число и G = [B]<a>, где ra Z  . 
Пусть 1 kN N N    – минимальная нормальная подгруппа в группе G, где Ni – зо-
морфные простые неабелевы группы. Рассмотри , 
что удовлетворяет условиям теоремы. Для этого достаточно показать, что <a> 
N<a>. как <a> то имеется цепь: a B
G . 
1 1B

 -sn G, n na a B a         
N<a>
 , 
где B  B и  <a>i – a>- вариант ую цепь: 
n n
-инвариантные подгруппы. Рассмотрим < ни нiB
1 11 B N B N B N       N . 
Так как | : | | (B N)i i i1 1B :i 1 |iB N B N    лемме об индексахB   , а по  
1 1 1| | : (B N) B | | (B N) : B |i i i i i iB      , то 1| : |i i| iB : B B N B N   делит простое число. Отсю-
ь, что <a>  -sn N<a>.
В силу минимальности контрпримера, <a>S(<a>N). Поэтому <a>N = <a>
да легко заключит  
N и 
(N) GGC  . О дно, что Cчеви G(N)a  G
делящее |N|. Очевидно, что Q не содержит под-
груп
. Следовательно, CG(N)G и в G имеется нор-
мальная подгруппа не содержащаяся в B, что невозможно. Таким образом, G = [N]<a> и N = B. 
Пусть сначала 2k  . Так как, <a>  -sn G, то в G существует подгруппа Q, содержа-
щая <a>, индекса q, где q – простое число, 
п нормальных в G. Поэтому G изоморфно вкладывается в симметрическую группу Sq. 
Однако (|G|, q2) = q2, что невозможно. 
Следовательно, k = 1 и N – простая неабелева группа из списка леммы 1.1. Из [7] следу-
ет, что в первых четырех случаях N не имеет внешнего автоморфизма, порядок которого вза-
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имно t 
t(N)| делит |N|. Последнее противоречие. Теорема доказана. 
одгруппами. 
я
прост с |N|. В последнем случае, так как 2n+1 = p – простое число Ферма, то n = 2 и 
|Out(N)| = 2  2t = 2t+1. Поэтому |Ou
Отметим следующий критерий непростоты конечной группы, факторизуемой двумя  -
субнормальными п
Теорема 2.2. Пусть G=AB, где A  -sn G и B  -sn G. Тогда G не вляется простой не-
абелевой группой. 
Доказательство. Пусть G – простая неабелева группа. Так как A  -sn G, то G обладает 
цепью подгрупп 0 1 1k kA A A A A G      , где |G : A 1k-
н  G изоморфно вклад е
| = p – простое число. Посколь-
ку Ak-1 е содержит подгрупп нормальных в тся в симметриче-
скую группу S
 G, то ыва
p. Отсюда, в частности, следует, что p = max (G), (p, |A|) = 1 и (p, |B|) = p. Так 
как B  n G, то G – имеет цепь подгрупп 0 1 1t t-s B B B B G B      , где |B : Bt-1| = q – 
прост  Sq. Как и выше, 
q = m
ое число и G изом кладывается в симметрическую группуорфно в
ax (G), (q, |B|) = 1. Противоречие с тем, что (p  |B|) = p = m, ax (G). Теорема доказана. 
Если в теореме 2.2 1A B   , то имеет место следующий результат.  
Теорема 2.3. Пусть G = AB , где A  -sn G и B  -sn G. Если 1A B  , тогда группа G не 
являе
L (2 сло Фер
вой группой. Из 
леммы о
тся простой неабелевой группой и ее простые неабелевы композиционные факторы при-
надлежат списку: SL3(3); SL3(5); PSL2(7); PS 2(11); SL2 ), где 2 +1 = p – простое чи -
ма. 
Доказательство. Из теоремы 2.2 следует, что G не является простой неабеле
n n
 4.1 [2] индукцией легко получить, что 1  -sn A и 1  -sn B. П скольку A  -sn G и 1A B  , 
то им ем  что 1 -sn G. Из еммы 1.1 и леммы 1.2 след ет, что простые неабелевы озиционные е , л у комп
факторы группы G принадлежат списку из заключения теоремы. Теорема доказана. 
В [4] было введено следующее определение. Пусть  и  – множества всех натураль-
ных  
  

и всех простых чисел соответственно. Для фиксированного t  положим 
 
| ,t kp p k   
Подгруппа H называется -субнормальной подгруппой группы G, если существ
цепоч
{0} , k t  . 
ует t
ка подгрупп 0 1 nH H H H G     , такая, что |Hi:Hi-1| t  для всех i, при этом 
использует  обозначение H t -sn G. В частности, при k = 1 учим ся ол понятие 
субнормальной подгруппы. 
Задача. Описать конечные группы о G = AB, (|A|, |B|) = 1 и |A| – нечетное 
Васильева, 
А.Ф. Ва-
.  
. Тютянов, В.Н. О конечных группах с заданной системой силовских подгрупп / В.Н. Тютянов, 
и и техники. – 2014. – № 3 (20). – С. 85–87. 
tlas of finite groups / J.H. Conway [et al.]. – London : Clarendon, 1985. – 252 p. 
п  -
 G такие, чт
число и A 1 -sn G, B 2 -sn G, для произвольных фиксированных tt t 1, t2 . 
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